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On the Spectrophotometric Analysis o f  Second Order Reactions
II. Two Linearly Independent Progress Variables

In the first part o f this work [1] it was shown that it is possible to analyse kinetically uniform  
reactions o f second order using only spectroscopic m ethods. N o knowledge o f the coefficients o f 
extinction is needed. N ow  systems are discussed in which there  are  two linearly  independent 
progress variables. New studies by Polster [2] are dem onstrating  the success o f  the m ethods 
described here.

1. Einleitung

R eak tion en  ers te r  O rd n u n g  k önnen  m it  rein 
spek troskop ischen  M itte ln  b e q u e m  untersuch t w er­
den. Mit n u m er isch e n  od e r  g raph ischen  M eth od en  
kann  m an  die  Z ah l  d e r  l inear  unabhän g ige n  T e il­
reak t ionen  b e s t im m en .  D ie  Jaco b i-M atr ix  ist d irek t 
m e ß b a r  und d a m i t  sind auch  alle Eigenwerte  zu ­
gänglich  [3, 4]. G ru n d sä tz l ic h  kan n  m a n  ab e r  zw i­
schen v e rsch iedenen  M ech an ism en , wie z.B. zwi­
schen den  R eak t io n e n

A -> B, A ^ B ,  A -* B 
A -  C

o d e r  zwischen den  R ea k t io n en

A -> B -► C, A ^  B -» C

nicht oh ne  zusätz liche  In fo rm at ion en  unterscheiden. 
D ie  spek tro sko p ische  U n te rsu chu ng  von Systemen 
m it  T e i l re a k t io n en  zw eite r  O rd n u n g  ist schwieriger, 
da  bei g le icher  Z ah l  l inear  u nab h än g ig e r  R e a k ­
tionen  wesentlich  m e h r  K onstan ten  aus den  M e ß ­
w erten  b e s t im m t w e rd en  müssen. D a fü r  kann  m an  
a b e r  oft ve rsch iedene  R eak tio nen  unterscheiden, 
o h n e  d ie  Ex tink tionskoeff iz ien ten  zu kennen.

R eprin t requests to Prof. Dr. H. M auser, Institut für 
Physikalische und Theoretische C hem ie der Universität 
Tübingen, A uf der M orgenstelle, D-7400 Tübingen.

2. D ie Grundgleichung

Einheitl ich  a b la u fe n d e  R eak tionssystem e, an 
denen  n u r  R eak t io n en  ers ter  und  zw eite r  O rdn un g  
te i lhaben ,  kö nnen  d u rch  die  D iffe ren t ia lg le ichu ng en

X  = X 0 + k X  + k " X 2 (1)

= k ' { X - X ^  + k " ( X - X x )2 ( 2 )

b esch r ieben  w erden  [ 1 ], D iese  G le ic h u n g e n  sind 
Tay lo r-E n tw ick lungen ,  d ie  en tsp rechen d  d e r  Vor­
aussetzung, nach d e m  q u a d ra t isc h e n  G lied  ab g e ­
b rochen  w erden . X  ist d ie  R eak tion s lau fzah l ,  X x  
d e ren  Endw ert,  X  d ie  ze it liche  A b le i tun g  und X 0 
de ren  W ert  zu r  Z e i t  t =  0. W e i te r  ist

k  :=  d X / d X  0 , k '  :=  d X / d X  x ,

k "  :=  j  d 2X / d X 2. (3)

D ie  G le ich u n g e n  ( 1 ) und  (2) k ön nen  a u f  Systeme 
m it  s l inear  u n ab h ä n g ig e n  R eak tio ns lau fzah len  e r ­
weitert w erden , w enn  m a n  sie als M atr izeng le ichun- 
gen au ffaß t:

X  = X 0 + k X + k ” X 2 (4)

=  k ' ( X - X c ) +  k " ( J V - X 0 ) 2 . ( 5 )

D ab e i  sind fett und kurs iv  ged ru ck te  G rö ß e n  
Vektoren, d ie  fett und steil g e d ru ck ten  M atrizen ; 
A", X x , X  und X 0 s ind S pa l tenv ek to ren  m it  5  E le­
m enten , X 2 und  ( A ' - A ^ ) 2  sind S p a ltenvek to ren  
m it  s ( s +  l ) / 2  E lem enten . D ie  Ja cob i-M atr izen  k
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und k' sind q u a d ra t isc h e  s x 5 -M atr izen .  k" ist eine 
R ech teckm atr ix  m it  s R e ihen  und s ( s +  l ) / 2  S p a l­
ten.

Ist s = 2 — nur d ieser  Fall w ird im folgenden  
untersucht so sind d ie  G r ö ß e n  d e r  Gin. (4) und 
(5) wie folgt defin ier t:

*  =

X

8 II [XxX

U 200

II *io\
A o ) '

X 2

( * , - A Y x )2

( ^ 2 - * 2 x )2

( X l - X l x ) ( X 2 - X 2

k'

k" =

öA './öX , d X ]/ d X 2) 

d X 2/ d X ] d X 2/ d X 2) l = 0 '

d X \ / d X \  ö A ' , / 0 ^ 2  

d X 2/ d X } d X 2/ d X 2ll

1 I t f X i / d X ]  & X \ / d X \  2 d 2X l / d X l d X 2

Y \ d 2X2/dXj d2X 2/ d X 22 2 d 2X 2/ d X } d X 2

D ie G le ichungen  (4) und (5) en tsp rech en  jew eils  
e inem  System von zwei expliz iten , gew öhn lichen ,  
im allgem einen n ich t l inea ren  D iffe ren t ia lg le ich u n ­
gen erster O rdn un g , de ren  rechte  Seiten n icht exp li­
zite von der  Zeit ab hän gen .  Solche System e w erden  
au ton om , dynam isch ,  o d e r  auch  s ta t ion ä r  genannt.  
D ie  fünf  charak te r is t i schen  G r ö ß e n  X x , X q, k. k' 
und k" sind, wie bei den  e inhei t l ich  ab la u fe n d e n  
Reaktionen , vo n e in an d e r  abhäng ig .

Setzt m an  in (4) t —> oo, in (5) t — 0 und s u b ­
trah ier t  be ide  G le ichu ng en ,  so f indet m an

2 X 0 + (k +  k') X x  — 0 . (6)

A ddiert  m an  jed o ch  d ie  e n tsp rech end en  G le ic h u n ­
gen. so wird

0 ist de r  Nullvektor. W ird  k" =  0. so ist das  System 
linear. D an n  m u ß  k = k  sein, und aus (6 ) folgt

X 0 + k X , 0 .

D a dann  die Jacob i-M atr ix  im m e r  reg u lä r  ist. kan n  
diese Beziehung nach den E ndw erten  d e r  R e a k ­
tionslaufzahlen  aufgelöst werden. Bei (6 ) ist dies 
n icht im m e r  möglich, da  d ie  S u m m e n m a t r ix  s in gu ­
lär sein kann.

A u ß e r  den be iden  M atr izen g le ich un gen  (6 ) und
(7). die  den G le ichu ng en  bei e inhe i t l ich en  Syste­
m en  entsprechen, kann  m an  etwas u m s tän d l ic h e r  
noch die  vier gew öhn lichen  G le ich u n g e n

(k\ \  — k'u ) + 2 k \ \  X \  x  -I- k"i  X 2x  =  0 ,

( k 2i — k 21) +  2 k 2] X\  x +  A'23 X 2oc =  0 .

( k | 2  — k \ 2) +  2  Arj2  X 2x  +  Ar" 3  X\  x =  0 ,

(Ar2 2  — k 22) +  2 Ar2 2  X 2 x +  k 2 3  X  \ x =  0

ableiten. Die doppe lt  ind iz ier ten  S y m bole  sind die  
E lem ente  der  en tsp rechenden  Matrizen.

W enn zwei l inear un ab h ä n g ig e  R ea k t io n e n  a b ­
laufen. m u ß  nach (5) nu r  d ie  k om b in ie r te  M atr ix

k \ ] k \ 2 k \ \  Ar 12 k \ \  r ^  

Ar21 Ar22 Ar21 k22 k I
(8 )

d en  R ang  zwei haben ,  denn  sonst w ären  X } und  X 2 
zu e in a n d er  p ropor t iona l  und d a m i t  5 = 1. N a c h  (4) 
m u ß  dem n ac h  auch  d ie  M atrix

[X0 k k") (9)

[k — k ) X x  +  2k"  X 2 = 0 . (7)

d en  Rang  zwei haben. F ü r  die e inze lnen  M atr izen  
gelten folgende Regeln:

•  D ie M atr ix  k m u ß  m indestens  d en  R an g  1 haben .
•  D ie  M atrix  k' kann  auch den  R ang  null h aben ,  

wenn k" den R ang  zwei hat.
•  W enn  R eak tionen  zw eiter O rd n u n g  be te i l ig t  sind, 

m u ß  k" wenigstens den  R ang  1 haben.

3. Die Integrale

D ie Integration de r  D iffe ren t ia lg le ichu ng en  (4) 
führt meistens a u f  k om pliz ie r te  hö h e re  F u n k t io n en  
(Exponentia lin tegra le .  kom plexe  B essel-Funktionen .  
unvollständige Beta- und G a m m a - F u n k t io n e n ,  
hypergeom etr ische  R eihen  und andere) .  D ie  ge­
schlossene Integration bring t d a h e r  w enig  Vorteile.
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W enn m an  d ie  Z ah len w erte  d e r  Konzentrations- 
Z e i t -F u n k t io n e n  o d e r  K onzentra t ions-K onzentra-  
t ion s-F u nk t ion en  benötig t,  ist d ie  num erische  In te­
gra tion  d e r  D iffe ren t ia lg le ich un gen  am  einfachsten. 
D ie  charak te r is t i sch en  G rö ß e n  d e r  In tegra lkurven 
können  zum  Teil aus  den  D iffe ren tia lg le ichungen  
e rha l ten  w erden.

4. D as A'-Diagramm

F ü r  d ie  spek troskop ische  A nalyse  ist das A'-Dia- 
g ra m m  ( X 2 als F u n k t io n  von X \ )  b ed eu te n d e r  als 
die  K o n zen tra t io n s -Z e it-D iag ram m e.  Vor allem 
interessiert d ie  K onzen tra t io nsabh äng ig ke i t  d e r  A n ­
fangs* und E ndste igungen . Z u r  A bk ürzu ng  w ird  d ie  
S teigung m it

1 d X . / d X ,  = X W X i

bezeichnet. D ie  A nfangss te igung  rj0 kann  im m e r  den 
D iffe ren t ia lg le ich un gen  d irek t en tn o m m en  werden. 
D ie  B est im m ung  d e r  Endste igung  rjx  ist k o m p liz ie r ­
ter. N ur ,  wenn d e r  physikalische  E ndpunk t  der  
R eak tion en  kein  s ingu lä re r  P u n k t  d e r  D iffe ren t ia l­
g leichung  ist, — d a r a u f  ist im Einzelfall zu ach ten  — 
erhäl t  m an  a/x  o h n e  Schw ierigke iten  aus de r  D if fe ­
ren t ia lg leichung.

Beispiel:

Bei d en  P a ra l le l reak tionen  

A -> B, 2 A  -*■ C
ist

X x = k x a, X 2 = k 2 a 2.

W enn die  M atrix

k ' 4= 0

ist, d .h . ,  w enn nicht alle E lem en te  von k ' ver­
schwinden, ist d e r  Beitrag d e r  E lem en te  von k "  zu 
;/x  vernach läss igbar  klein, den n  er verschw inde t ja  
bei X k -+ A *x  m it  h ö h e re r  O rdn un g . D a h e r  ist

k'->\ A X \  +  k '->2 A X 2
a/x =  l i m —1---------------—------—, A X k := X k — X koCy —*■ 0.
/x  k'u A X i + k ' n A X  2

D iv id ie r t  m an  Z ä h le r  und N e n n e r  d u rch  A X \ ,  so 
findet m an  nach d em  G ren z ü b e rg an g

k 2 i +  k 22 rjx
Vo

k'u +  k \ 2 rjrc
oder

(10)

D a m it  gilt fü r  e ine  be lieb ige  S te igung  

n = ( k 2/ k \ )  a ,  

und für d ie  Endste igung , da üfx  =  0 ist,

//oO =  0 .

Im a llgem einen  fällt  ab e r  d e r  s ta tionäre  Punk t  der  
D iffe ren t ia lg le ichung  m it  dem  singulären  P u n k t  zu ­
sam m en. D a n n  wird

n x  = o/o •
D ie Regel von L ’Hospital k a n n  nicht eingesetzt 
w erden ,  d a  h ie r  au ch  alle h ö h e re n  A ble itungen  von 
X k verschwinden.

k\2 >1x. +  ( k \ ] -  k 22) rjx  — k 2] -  0 .

E n tsprechend  gilt fü r den  K ehrw ert

k 2\ rix2 +  ( ^ 2 2  k \ i) -  k \ 2 =  0 . ( 1 1 )

Diese G le ich u n g e n  h a b e n  zwei L ösungen, von 
denen  n u r  eine physikalisch  sinnvoll ist. D iesen 
Nachte i l  ha t  das fo lgende V erfahren  [5] nicht. Auch 
kann  es nu r  d an n  an gew and t  w erden , w enn  die  E n d ­
ste igung a u f  e inen  un b es t im m ten  W ert  führt,  und 
w enn die  G l ie d e r  h ö h e re r  O rd n u n g  vernachlässig t 
w erden  können.

M an  denk t sich das System im s ta t ionären  Punkt 
linearisier t und b eh an d e l t  es als lineares  System. 
D a n n  fällt d ie  E ndste igung  m it d em jen ig en  E igen­
vektor de r  M atr ix  k' zu sa m m en ,  d e r  zum  -  dem  
Betrage nach -  kleinsten E igenw ert  gehört . Sind 
w ieder  die  k ' k d ie  E lem en te  d e r  Jacob i-M atr ix ,  und 
ist ^  0 od e r  d em  Betrage nach  kleinste  Eigenwert , 
so gilt

( k \ | — /') A X ] +  k \ 2 A X 2 — 0

und
Ar2 1 A X] +  (Ar2 2  — i") A X 2 — 0.

D arau s  folgt

rjx  = ~  ( k \i — / ' ) /k \ 2
oder

>lx> = -  k 2\ / ( k 22-  r) .  

Beispiel:

Bei d e r  R eak tion

A  -  B, 2B  -*• C

(12)

ist
k'u — — k i ,
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alle anderen Elemente der Jacobi-Matrix sind null. 
Dam it folgt nach (10)

7x =  0  

und nach ( 1 1 )

-  0 0 .

Der dem Betrag nach kleinste Eigenwert ist 0. 
Damit folgt aus der ersten der Gleichungen (12) 
übereinstimmend mit der expliziten Rechnung

riao oo.

Wenn alle Elemente der Jacobi-Matrix null sind, 
m uß die Matrix k" den Rang zwei haben. F ür  die 
Steigung findet man dann

k'{\ A X t +  k'{2 A X j  + k ’{3 A X , A X 2 
7  ~ k\\ A X \  +  k'{2 A X \  +  k\'3 A X x A X 2

Dividiert man Zähler und Nenner mit AX]  und 
macht den Grenzübergang, so folgt

k'i\ +  k 22 >]l +  k 23 ijx
k'{\ +  k \ 2  //x +  k \ 3 tjx

oder
(13)

k \2 n l  +  ( k \3 -  k 22) rjx +  (Ar,'] -  k 2i) -  k 2] =  0. 

Entsprechend findet m an für den Kehrwert von rjy,

k'i\ >lJ + (k23 -  k'{\) tjx2 + (k22 -  k\|'3) rj^ -  k'{2 =  0 .

(14)
Beispiel:

Bei den Reaktionen

2A  -H. B, 2 C  -> D
ist

k"\ =  4 k\ und k 22 =  4 k 2 ,

alle anderen Elemente sind null. D am it  findet man 
mit (13)

rj oo =  0 , k y/ k 2

und mit (14)

rjyJ = 0 , k 2/k\  .

Die zweite Lösung ist jeweils die physikalisch sinn­
volle.

Ein weiteres wichtiges Kriterium für die kine­
tische Analyse ist ein W endepunkt im ^ -D iagram m . 
Leider ist keine allgemein anwendbare M ethode zur

Entscheidung ob. und unter welchen Um ständen  das 
A'-Diagramm einen W endepunkt zeigt, bekannt. Die 
Bedingung für einen W endepunkt im A'-Diagramm 
ist

d 2X 2/dX] = 0,

oder, wenn die Koordinaten als Funktion der Zeit 
vorliegen

d 2X 2/dX]  -  ( X 2 -  X 2 Xi )/X]  = 0.

Im allgemeinen gilt daher für einen W endepunkt

X 2/ X 2 — X  \/  X  \

oder in vereinfachter Schreibweise

d X x/dX\  = dX2/ d X 2 . (15)

Wählt man anstelle der Reaktionslaufzahlen zwei 
linear unabhängige Konzentrationen a, und ar  so 
gilt sinngemäß zu (15)

dä,/dfl,  =  däj/düj . (16)

Ob die gefundene Bedingung physikalisch realisier­
bar ist, muß im Einzelfall überprüft werden.

Beispiel:

Bei den Reaktionen 

A -► B, 2 C  -  D
ist

ä — — k\ a, c = — 2 k 2 c 2 .

Mit (16) findet man als Bedingung für einen 
Wendepunkt mit der Koordinate cw

-  k x =  — Ak2 cw .

Damit folgt

cw =  k  | /(4  k 2) .

Diese Bedingung ist nur erfüllbar, solange 

c 0 >  k \ / { 4 k 2).

Wenn die Differentialgleichung für das X-Dia- 
gramm in Zähler und Nenner linear in X x und X 2 
ist, kann, wie allgemein zu beweisen ist, kein 
W endepunkt auftreten. Wenn weder X ]oo noch X 2x 
null sind. muß. sofern

dX 2/dX\  0 < A % x / ^ i x  und

dX 2 / d ^ ,  x * X 2ao/ X lao
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oder
d X 2/dX\  o >  X 2oz/ X \ x und 

d X 2/ dA7, x =  ^ 2 x / ^ !  x

ist, im A'-Diagramm ein Wendepunkt existieren.
Dies kann mit dem Satz von Rolle leicht bewiesen 
werden.

5. Beispiele

Von rund 100 untersuchten Reaktionssystemen 
sollen zwei hier besprochen werden. F ü r  die Reak­
tionen

2A  -  B -  C 

eilt das Schema

717

0.0 0 . 5

1 A | B | C \ x k

X\ \ - 2 | 1 | 0 1 M 2

Xi \ 0 1 - 1 1  1 | k 2b

Abb. 1. A '-Diagram m  für die R eaktion  2 A -» B -> C für 
verschiedene W erte von k 2/(aQk\).

und

D am it wird

X x =  A'] (a0 -  2 A' , ) 2  und X 2 = k 2(X\ — X 2).  

Also ist

k xal'

K" =
4 A-, 0 0

0

Für die partiellen ersten Ableitungen folgt

öA', / d X \  =  -  4 k x (a0 -  2 X x) , d X x/ d X 2 = 0 , 

0AV0A ' \ = k 2 , d X 2/ d X 2 = - k 2 .

F ür  die zweiten Ableitungen gilt

d2X ]/ d X f  = 8 ät,, ö 2 A V 0 Af =  O, a 2 JT,/ 0 Ar 1 0 Ar2  =  O,

0 2 AV0A ' , 2  =  O. d2X 2/ d X 2 = 0, 0 2 A'2 /0A ' 1 0A' 2  =  O.

0 0 0 

Für die Differenzmatrix 

J K =  K - K  

findet man

-4 k\üQ 0

AK =
0  0

Das ^ -D ia g ra m m  dieser Reaktion ist in Abb. 1 dar­
gestellt.

Für die Reaktionen

lilt

B. 2 B -+ C

B I C I X b

Dam it wird 

K =

K =

Ak\üQ 0  

k 2 —k 2

0

k 7
0

k 2

A"i | — 1 | 1 I 0 | A:,«

X 2 \ 0 | —2 | 1 | k 2b2

Damit wird

X l = k l (a0 - X l) und X 2 = k 2( X ] -  2 X 2)2 .
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0 . 5  u n d

0 . 0 1 . 0

Abb. 2. A -D iagram m  für die R eaktion A -> B. 2B —>► C für 
verschiedene W erte von a0k 2/ k t .

Also ist

* 0  =
k  i a0 

0

Für die partiellen ersten Ableitungen folgt

d X l/ d X i = - k l ,

0AV0Af, =  2 k 2( X l -  2 X 2) ,

ö X ]/ ö X 2 = 0 ,
dX2/ d X 2 = - 4 k 2( X l - 2 X 2) .

Für die zweiten Ableitungen gilt

d % / d X f  = 0, d2X t/ d X i  = 0, & X ]/ d X ]d X 2 = 0, 

d2X 2/ d X j  = 2 k 2, d2X 2/ d X l  = $ k 2, 
d2X W dX ]dX1 = - S  k 2 .

Damit wird

K =

—  Ar, 0 

0  0

-Ä-, 0  

0  0

0 0 0
k-, 4 k-, - 4  k,

JK  =  0 .

Abbildung 2 zeigt das A'-Diagramm dieses Systemes.
Die Anfangssteigerungen im X-Diagramm sind bei 

beiden Systemen null. Die Endsteigung ist beim 
ersten System 1, beim zweiten System strebt sie 
gegen unendlich. Im A'-Diagramm zeigt das erste 
System immer, das zweite System nie einen W ende­
punkt.

6. D ie Extinktionen

Für  den Zusammenhang zwischen den Extink­
tionen und den Reaktionslaufzahlen gilt [3]

A E : =  E - E 0 = Q X 17)

Die Wellenlängen, bei denen das System untersucht 
wird, seien so gewählt, daß

Q := £ v

eine reguläre 2 x 2  Matrix ist. (£ ist die Matrix der 
Extinktionskoeffizienten der n Reaktionspartner bei 
zwei Wellenlängen, v die stöchiometrische Matrix.) 
Multipliziert man (4) und (5) mit Q. so erhält man

Q *  =  £  =  £ 0+ Q k * + Q k

=  Q k  ( * - * x ) +  Q k ' ( A f - X x )2 .

Definiert man analog zu den Vektoren A' 2 und
{ x - x ry

I A E 1, \

A E \ A E 2

und

I ( £ , - £ , x ) 2  

(E — E x) 2 =  I (E2- E 2oD)2
\ ( £ | - £ i o o )  (E2 — e 2cc) ,

so kann man

X 2 =  P A E 2

und

( X - X x )2 = P  ( £ - £ x ) 2

setzen.
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Die Elemente von P können aus den Elementen 
der Matrix Q berechnet werden. Man findet

I  <722 T n  - 2  <722 <7 i 2 \  /  
p  =  ( ql\  <7u  ~ - Q \ \  <721 I D Q 2 - 

\ - < / 2l </22 - f / l l /̂12 <7l l  ^22 +  <712^21 I I  ( 18 )

D O  ist die Determinante der ^-M atrix . Die Dif­
ferentialgleichungen im Extinktionssystem lauten 
damit

E = E0+ Z AE  +  Y A E 2
= Z ' (E — E x ) + \ ( E  — E r )2 . (19)

Dabei wurden die Matrizen

Z := Q k Q “ 1 , Z ' : = Q k Q - '

und

Y : = Q k P  (20)

eingeführt.

7. Der Rang der Matrizen

Die Darstellung einer individuellen Reaktion im 
.^-System enthält alle charakteristischen Informa­
tionen. Beim Übergang in das experimentell leicht 
zugängliche £-System geht ein Teil dieser Informa­
tionen verloren. Wesentlich für die kinetische A na­
lyse ist es, daß der Rang der im 2. Abschnitt defi­
nierten Matrizen k, k' und k" sowie der Rang von

zlk := k — k' (21)

sich beim Übergang in das £-System nicht ändern. 
Nach den Definitionsgleichungen (20) werden ja  bei 
der Transformation die kinetischen Matrizen von 
beiden Seiten mit regulären Matrizen multipliziert. 
Diese Matrizen sind äquivalent [6 ]. Man schreibt

Z ~  k, Z' ~ k' und Y ~  k" . (22)

Nach der Definitionsgleichung (20) sind die M atri­
zen

Z und k sowie k' und Z '

sogar ähnliche Matrizen [6 ]. Ähnliche Matrizen 
haben gleichen Rang, gleiche Spur und gleiche 
Determinante. Die Ähnlichkeitsrelation wird durch 
das Zeichen ausgedrückt:

Z ~ k  und k ' ~ Z ' .  (23)

Tabelle 1. Häufigkeit der Rangkombinationen.

1 11 III IV V

111/0 _ 1 4 _ _ 5
111/1 - 2 — — 2
112/1 - 1 - 1 2
120/1 — 1 3 — — 4
121/1 - 2 4 - — 6
121/2 - - 1 - - 1
122/2 - 2 4 — - 6
211/1 2 4 7 1 4 18
212/1 4 7 11 - 3 25
220 /2 1 1 - - 1 3
221/1 - 2 - — — 2
221 /2 1 5 3 2 2 13
222/1 — 2 - — 2 4
222 /2 1 4 6 1 - 12

9 33 44 4 13 103

Anmerkung zur Tabelle: Die unten stehenden Zahlen stim­
men nicht mit der Zahl der jeweils untersuchten Systeme 
überein, da manche Systeme mehrfach gezählt werden 
müssen.

Bei ausreichender Meßgenauigkeit kann man die 
Matrizen

Z.  Z' und Y

z.B. durch formale Integration [3] ermitteln. Damit 
hat man einen ersten Anhaltspunkt dafür, ob ein be­
stimmtes Reaktionssystem vorliegen kann oder 
nicht. Tabelle 1 gibt einen Eindruck von der Häufig­
keit der verschiedenen Rangkombinationen. Die 
römischen Ziffern am Kopf der Tabelle bezeichnen 
die verschiedenen Reaktionstypen. Es bedeuten

I. Unabhängige Parallelreaktionen.
II. Konkurrierende Parallelreaktionen.

III. Folgereaktionen.
IV. Konkurrierende Folgereaktionen.
V. Katalysierte Reaktionen.

In der ersten Spalte stehen die Rangkombinationen. 
Die Zahlen geben den Rang der Matrizen in der 
Reihenfolge k, k", k' und zlk, an.

8. Der Zusam m enhang zwischen Spur 
und Determinante

Bei der Ähnlichkeitstransformation (20) bleiben 
Spur und Determinante erhalten. Beide Größen 
hängen bei den verschiedenen Reaktionen charak­
teristisch von den Ausgangskonzentrationen ab. Auf
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diese Möglichkeit zur Unterscheidung verschiede­
ner Reaktionen und zur Auswertung spektroskopi­
scher Meßwerte sei besonders hingewiesen.

Interessant sind aber auch die Beziehungen zwi­
schen Spur und Determinante. Ist die quadratische 
zweireihige Matrix

- I I  “12 

-21  - 2 2

regulär, so bestehen zwischen der Determinanten  D

D  =  r ll z22 — -12-21

und der Spur S

■S =  - 1 1  + - 2 2

die Beziehungen

S' =  D/ Z22 "F ^ - 2 2  ^ 1 2 ^2 1 ^ ^ 2 2

und

S -  D/z\\ + r u  -I- - 1 2 ^ 2 1  / - 1 1  • (24)

Ist r  1 2 oder z2\ null, so vereinfachen sie sich zu 

■S — D / Z22 "t" ~ 2 2

und

S = D / z u + z u . (25)

Hat man ein System mehrfach bei verschiedenen 
Ausgangskonzentrationen untersucht, so kann man 
in einem Diagramm Spur und Determinante gegen­
einander auftragen. Dieser, im folgenden als S - D -  
Diagramm bezeichnete Graph , hängt wieder cha­
rakteristisch von der N atur  des untersuchten Syste- 
mes ab. Beispielsweise findet man für die erste im 
Abschn. 5 behandelte Reaktion

D — k  1 k 2ciQ , — S — k \ k20Q , —S = D /k \ - \ - k \ .

Zur Auswertung der letzten Gleichung müssen 
die Ausgangskonzentrationen nicht bekannt sein.

720

9. D ie Bedeutung singulärer M atrizen

Die quadratischen, zweireihigen Matrizen Z und 
K seien ähnlich. Es gelte

Z =  Q K Q  1 .

Werden die Elemente der drei Matrizen mit zik, k ik 
und qik bezeichnet, so gilt

- 1 1  =  (^ 1 1 <711 * ? 2 2  ^\2cl \ \cl2\ +  ^ 2 1 ^ 1 2 ^ 2 2  

~  -̂22*712*721) /D • 

z n = — {k\\q\\ <7 i2  — knQwQw +  ^ 2 1 ^ 1 2 ^ 1 2  

~  ^ 2 2 ^ 1 1 ^ 1 2 ) / ^  ■

- 2 1  =  ( ^ 1 1 ^ 2 1 ^ 2 2  “  12<721 <721 +  ^ 2 1  <722̂ 22 

'̂2 2 ^ 2 1  <722) / D >

-22 =  —  (^'11^12^21 —  ^12<7ll <721 +  ^21 <7l2<722

— A'2 2 ^ 1 1  ^ 2 2 ) / ^  • (26)

D ist die Determinante der regulären Matrix Q.
Wenn die Ä>Matrix singulär ist, muß auch die Z- 

Matrix singulär sein. Dann gilt 

|Z |  =  0 

und damit

- 1 1 / - 2 1  — z n / z2 2 := z (h) (27)

und

- 1 1 / - 1 2 = - 2 1 / - 2 2  "=  - 0 ) • (28)

Mit diesen Definitionen gilt für singuläre Matrizen

z(ll) z(v) — Z\\Z\2/Z\2Z22 = Z\\/Z22 := z (r ) (29)

und

z(v)/z(h)  = z2\ / z\2 := z ( l ) . (30)

Die z{h) und z(r)  entsprechen oft charakteristischen 
G rößen  im X- und damit im £-Diagramm . Sie kön­
nen die Werte der Steigungen der A,-Achse, der 
AVAchse, oder der Verbindungslinie von Anfangs­
und Endpunkt annehmen. Sie können der Anfangs­
steigung, der Endsteigung oder anderen C harak­
teristika entsprechen.

Ist z. B. nur k u +  0, so findet man mit (26) für die 
transformierte Matrix Z

«II  « 2 2  - « " 9 , 2  \ k n / D  
«21  « 2! «12  «21 /

Dam it wird

-(/?) =  — ^ 2 2 / ^ 1 2 ,

und

- ( ' ) =  ^ 1 1 / ^ 2 1  •

z(h)  gibt die Steigung der A V A c h s e ,  z(v) den Rezi­
prokwert der Steigung der A^-Achse an. Dabei wird
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angenommen, daß  E2 nach oben aufgetragen wird. 
Unter der oben gemachten Voraussetzung sind d a­
mit die Richtungen der A'-Achsen im £-Diagram m  
festgelegt, und man kann unter günstigen Bedin­
gungen dem £ -D iag ram m  die Reaktionslaufzahlen 
als Funktionen der Zeit entnehmen.

Bei der im Abschn. 4 angegebenen Äquivalenz­
transformation der Matrix K",

Y : = Q K  P,  (31)

sind die transformierenden Matrizen quadratisch 
und regulär. Berücksichtigt man ihre Definition, so 
findet man für die Elemente von Y:

i'n  D~ — q u ( k\ \  <722<722 +  k'\2Qi\ Qi\ ~  k \ \ q 2\ q 22)

+  <712 {k 2i <722̂ 22 +  k22q2\ q2\ — Ar23<721 <722) ’

V12D- = <7 n (k\\ <7i2<7i2 +  ^ 1 2 ^ 1 1  # 1 1  ~  k\T,q\2q\\)
+  cl \ i ( k 2\ q \ 2 q \2  +  k'{2q \ \ q \ \  — k ' ^ q ^ q w )  .

V13D~ = — q 11 (2k\\ <722̂ 12 +  2 A'"2<7n <721

— k\3(q\\q22 +  ^ 1 2 ^ 2 1 ))

—  <7 1 2 ( 2 <7 2 2 Q 12 +  2 k 2 2 </n <721

-  ^23(^11^22 +  ^12^21)),

>’21 D~ = ch\ (k'\\ <722<722 +  Ar 12<721 <721 ~  k\'3q2\ <722)

+  <72 2 ( Ar21 ^ 2 2  <722 +  k 22q2\ q2\ —  Ar23 <721 <722) »

} ’22 D~ — <721 (k'w <712 <712 +  k \ 2 q\ \ <711 ~  13^ 12<711)

+  ^22( A-21 <7 12<712 +  A-2 2 q 11 < / n  _  Ar23<712<711) »

V2 3 Z )-  =  - f /21 (2Ar]'i <7 2 2 <712 +  2 A 12<7i 1 ^21 

~  Ar 13 ( ^ n  ^22  +  <7i2<721))

^22 (2 Ar 21 <722 <712 +  — A.'22 <7i 1 2̂1

~  Ar23(<711 2̂2 +  </i2<?2i))  • (32)

Die Matrizen Y und K" haben den gleichen Rang. 
1st der Rang 1, so bestehen zwischen den Elementen 
der Y-Matrix die Beziehungen

v (/?) :=  V\ ] ly  12 =  j ’21 ly  211

y ( h )  :=  V] ] / v 13 =  y2\ly2T, ,

_V(/f r) := V’i2/V |3 — V22/V23 7
und

y ( v ) ■= V’i i / v ’21 =  .V12/V22 =  V13/V23 • (33)
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10. Schlußbem erkung
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1. die funktionale Abhängigkeit der Eigenwerte von 
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trizen k, k \  K" ineinander überführt.
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